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ABSTRACT 

Let N1, N2 be two disjoint non-void subsets of N= {1, 2 .... }. It is shown that 
if N2 is an infinite set, than there exists a Peano-mapping f of [0, 1] onto 

× 1 [0, 1] such that f(tl + t2) =f(t2) holds, for arbitrary points tl, t2 of the 
corresponding subsets C[N1], C[N2] of the Cantor diseontinuum C[N] of 
[0, 1]. 

1. Einleitung. Es bezeichne $ das abgeschlossene Intervall  [0, 1], q eine ganze 

positive Zahl  und  Cq die durch die Gleichung 

(1.1) Cq = t: t  = k=l (2q + 1) k '  ek ~ {0,1, ..., q} 

definierte Cantorsche (2q + 1)-Menge(2). Bedeuted dann Mink] (kurz M)  eine 

nicht leere Teilmenge yon N = {1,2, ..-} mit  nl < nz < " " ,  so soll unter  C~[M] 

die durch die Gleichung 

(1.2) Cq[M] = t:t = (2q + 1)"k' dk ~ {0,1, ..., q} 

definierte Menge verstanden werden. Ffir die nachfolgenden Entwicklungen ist 

es zweckm/issig auch die leere Menge in die Definition von Cq[M] einzubeziehen 

und Cq[~] durch die Menge {0) (also den Punk t  t = 0) zu definieren. 

Es werden folgende S~ttze bewiesen: 

SATZ 1. Es seien N1, N2 zwei disjunkte Teilmengen yon N.  Ist dann N2 

(i) Vorgetragen in leicht abge~inderter Form vor der Finnischen Mathematischen Gesell- 
schaft am 3. M~z 1969. 

(2) Die bekannteste (2q + 1)-Menge ist die Dreiermenge von Cantor. Man vgl. etwa Cantor 
[1], S. 207 f. 
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unendlich, so gibt es eine stetgige (Peano)-Abbildung f = [ f( t )]( t~l)  mit 

f = [fr] (r ~ N) und fr = [f,(t)] (t ~ T) mit den Eigenschaften: 

(i) Es ist 

(1.3) f ( t l  + t2) = f(tz) (tl e Cq[N1] , t 2 e Cq[N2]). 

(ii) Bei festem t I e C~[N1] bildet f die Menge 

(1.4) C,[N2] = {t2:t 2 = ~ 2d2k } k (2q + 1)"2,' d2k e {0, 1,. . . ,q} 

(stetig) auf T ~° = ~< I ab. 
1 

SATZ 2. Ist N t ~ N vorgegeben and N - Nl unendlich, so kann N 2 derart 

gewgihlt werden, dass der Durchmesser yon Cq[N2] (positiv und) kleiner als 

eine willkiirlich gewgihlte positive Zahl s(~ < 1) ausfgillt. 

Demnaeh existieren Peano-Abbildungen f yon T, die (unter der gemaehten 

Einschr/inkung fiber N1) gleichzeitig eine rechte Umgebung [tl,t I + 5[ jedes 

Punktes t 1 von 

(1.5) C,[Nt]={t l : t~  = ~, 2d,k } k ( 2 q + l )  "~k ' dtke{O, 1,'",q} 

auf den Hilbert-Wfirfel T ~° abbilden. Dass die S~itze 1 and 2 auch ffir jede Peano- 

Abbildung f yon I auf I" mit einem festen m e N gelten, ist trivial und bedarf 

hier keiner weiteren Erl~iuterung. 

2. Zerlegungen von hr. Definition der Funktionen gq. Bei festem r e N soil 

N' = {n~} (k e N) eine nichtleere Teilmenge (Folge) von N mit den Eigenschaften 

bedeuten: 

(i) N'  ist unendlich. 

(ii) Es gilt n~< n[+t ( V k e N ) .  

DErINmON. Ein System 3 = {N'} yon zueinander disjunkten Teilmengen 

N" yon N soil eine Zerlegung yon N heissen. Die Zerlegung heisst endlich oder 

unendlich je nachdem :3 endlich bzw. unendlich viele Elemente hat. Entsprechend 

heisst 3 vollsffinding bzw. unvollstiinding, je nachdem N = U , N "  bzw. 

N --, ~J, N'gilt. 
Beispiele unendlicher vollst~ndiger Zerlegungen 3 :  

" ( r + k - 1 ) + k  (r, kEN)  
1. nk = 2 
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2. n~ = 2"-1(2k- -  1) (a). 

Nimmt  man (bei festem m ~ N) 

n'k = m ( k - 1 ) + r  (r = 1 , . . . ,m ;  k 6 N )  

so hat man eine Zerlegung von N in m Teilmengen ~1, "",  N m. Diese Zerlegung 

ist offenbar vollst~inding(4). 

Der  Begriff der Zerlegung von N kann durch die Abbildung k ~ n k auf  jede 

unendliche Teilmenge N z = {nk} (k ~ N) iibertragen werden. Danach gibt es zu 

jeder  unendlichen Teilmenge N2 = {nk} yon N endliche bzw. unendliche Zer-  

legungen 3 = {N'} mit [,.J, N r c  N 2 . Von dieser Bemerkung wird sp/iter Ge- 

brauch gemacht. 

Es sei jetzt  q ganz, => 1. Wir definieren gq = [gq(t)] (t s l) nach der Vorschrift:  

(2.1) gq(t) = {P (t ~ ]2,) 

(2q + 1)t - / t  (t s I2u- 1) 

mit 

[ 3, 2 + 1 ]  ( 2 = 0 , 1 ,  2q),  
(2.2) I = 2 q +  1 ' 2 q +  1 " ' "  

und setzen fiir t~ (1 ,2 )  

(2.3) gq(t) = g q ( 2 -  t).  

Ist gq in [0, 2) mit Hilfe yon (2.1) und (2.3) definiert, so liefert die Definitions- 
gleichung 

(2.4) gq(t) = gq(t') (t ~ R, t '  ~ [0, 2], t '  - t (mod 2)) 

die periodische Fortsetzung von gq und somit deren Definition auf  R. 

Die Funkt ion  g~ ist (fiir q = 1) erstmalig von Peano(5) definiert worden. Eine 

(3) Die Zerlegung 1 wird durch das Abz/ihlen yon N und das Hineinschreiben der Ziffern 
I, 2, ... nach der Vorschrift des Schemas 

N 1:1 3 6 10 .. 
N2:2~ '57  9,: . . . .  
N3: 4A 87 . . . . . .  
• o . .  . .  . .  . .  . .  

erhalten. Die Zerlegung 2 geht auf K. Is6ki (Sierpifiski [2], S. 110 ft.) zuriick. 
(4) Die Mengen N z, ..., N rn fatlen hier mit den Restklassen yon N mod m zusammen. 

(s) Peano [3]. Eine ausf'tihrlichere (Jbersicht findet der Leser in Sierpifiski [2] S. 110 f. Die 
dort benutzte Darstellung legt die Is6kische Zerlegung zugrunde. 
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Vereinfachung ihrer Definition verdankt man bekanntlich Lebesgue(6)und 

Schoenberg (7). 

3. Die Peano-Funktionen f, .  Folgende Eigenschaft der Funktionen g~ ist 

von grundlegender Bedeutung: 

HILFSSATZ 1. Sei t o e Cq. Dann gilt fiir jedes n e N  die Gleichung 

(3.1) gq([" 2q + 1 ]"-  Ito) = c,. 

Beweis. Man schreibe [2q + 1]"-lto in der Form 

2c n n - 1 2 ~ Cn + k 2Cn 
2q +--------]" + 2k=X ~ (2q + 1)n-k-lck + 2q +------~ k=a (2q + 1) 'k = 2q + 1 - - +  S 1 + S 2 • 

Dann ist Sx eine gerade nicht negative Zahl und somit zungchst 

[ 2c,~ ) 
g~([2q + l?"-l to)  = gq t2- ~ + S~ . 

Nun ist wegen c k __< q 

0 
0 __< $2 < 2 q + l  (0_< 0_< 1), 

2C n 
also liegt 2q +------~ + $2 in Izc" . Das liefert die Gleichung 

2c n ) 
g~ \ 2 q + l  + $ 2  = cn. 

D~FINITION. Bei gegebenem N' = {n]} und festem r ~ N wird die Funktion 

f ,  = [f,(t)] (t ~ 1) mit 

1] . : - i t )  gq([2q + 
(3.2) f,(t) = )2 

k = I (q "b 1) k 

eine Peano.Funktion genannt. 

Offenbar ist jede Peano-Funtion f ,  wegen 0 < gq([2q + 1]"~- ~ t) < q eine 

(6) Lebesgue [41, S. 44 f. 

(7) Sehoenberg [51, S. 519. 
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stetige Funktion auf R und hat die Periode 2(s). Ferner gilt 0 __< f~(t) < 1 in jedem 

Punkt yon I bzw. von R.  Ist die Menge N 2 von 1 unendlich und 3 = {N'} eine 

unendliche Zerlegung yon N2, so liefert die Funktion f = [f ,]  mit f ,  = [f,(t)] 

eine Peano-Abbildung von ~ auf loo. 

4. Beweis der Siitze 1 end 2. Schreibt man N 2 = {n2k } in der Form [,.J~N ~ 

= [.J~{n~} und definiert man f = [f,]  dutch die Gleichungen 

(4.1) f,(t) = ~ g~([2q + 1]~- t t )  (r EN),  
k= ~ (q + 1)k 

so erh~ilt man wegen C~[N1] r3 Cq[N2] = {0}, die Gleichungen 

(4.2) f,(tl + t2) = L(t2) (Vr ~ N).  

Die GMehungen (4.2) sind Folge der Gleichungen 

gq([2q + 1]"~-1(tl + t2) ) = c,~ 

und 

gq(['2q + 1]n~- 1 t2) = cn~ 

wobei 2cn~ der Koeftizient yon (2q + 1)-"~ in der Darstellung yon t~ + t2 bzw. 

yon t2 ist. Das beweist zun/ichst den Satz 1. 
Den Satz 2 kann man dadurch beweisen, dass man zu einer unvollst/indigen 

(unendlichen) Zerlegung U ,  N, iibergeht und diese Menge bei gegebenem 

(0 < a < 1) einschr/inkt, indem man s/imtliche n;, der Zerlegung {N ~} so gross 

nimmt, dass die (ganze) Zahl 

durch die Bedingung 

n o = m i n { n ] : r ~ N }  

log 1/e 
n o > l  + 

log (2q + 1) 

nach unten abgegrenzt wird. Ist dies getan, so liefert eine einfache 0berlegung 

das Ergebnis, dass der Durchmesser yon Ca[UrN"  ] kleiner als 8 ausf/illt. Somit 

(s) Das ist eine Folge der Tatsache, class bei gegebenem m ~ N 
r 

k=m+t (q + 1)t (q + 1)m 

gilt. 
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gibt es Peano-Abbi ldungen yon I au f  [oo, die gleichzeitig jedes Intervall  [ t t ,  t t + 5] 

f i ir  s/imtliche tl ~ C~[N1] auf  ~® abbilden. Der  Fall eines endlich-dimensionalen 

Einheitswtirfels I m verl~iuft analog.  
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